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Рассматривается проблема аналитического решения задачи определения зон 

параметрической неустойчивости электромагнитной колебательной системы 
узла скользящего токосъёма с использованием уравнения Матье II порядка для дис-
сипативной системы с одной степенью свободы. Приводятся результаты вычис-
лительного эксперимента и рекомендации. 
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Энергетические турбогенераторы имеют конструктивный узел, носящий на-

звание щёточно-контактный аппарат (ЩКА) или узел скользящего токосъёма. На-
дёжность работы турбогенератора определяется, в том числе, надёжностью функ-
ционирования данного узла. На щётки, контактирующие с вращающимся токосъём-
ником, действуют значительные динамические усилия, которые приводят к механи-
ческим нарушениям контакта и процесса токопередачи. Кроме того в электрических 
цепях (ЩКА) возникают электромагнитные резонансные явления, обусловленные 
параметрической модуляцией переходного сопротивления и ёмкости в зоне контакта 
[1–5]. Описанные явления вызывают повышенное искрение и износ контактирующих 
деталей. Одним из важных способов снижения уровня искрения является устранение 
параметрических резонансных процессов в электромагнитных контурах ЩКА. Для 
этого необходимо исследовать области параметрической неустойчивости данной ко-
лебательной системы и установить соответствующие ограничения на конструктив-
ные параметры узла, а также определить характеристики внешних демпфирующих 
устройств, позволяющих избежать указанных параметрических резонансов. Описан-
ные задачи являются актуальными, т. к. их решение позволит повысить надёжность 
ЩКА и турбогенератора в целом. В данной статье рассматривается первый этап ре-
шения описанной задачи, связанный с построением зон параметрической неустойчи-
вости электромагнитной колебательной системы ЩКА турбогенератора. 

В рамках работы над созданием обобщённой модели динамического токорас-
пределения по параллельным щёткам узла скользящего токосъёма турбогенератора 
(УСТ ТГ), с целью построения адекватной итоговой модели, разделим расчётную 
задачу на взаимосвязанные функциональные части. 

В данной статье рассмотрим расчёт и построение зон параметрической неус-
тойчивости электрических контуров: высокочастотного, для одиночного скользя-
щего контакта (СК) на одном из токосъёмных колец и низкочастотного, для двух 
одиночных СК на двух токосъёмных кольцах. 
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Полная схема замещения УСТ ТГ имеет следующий вид (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Схема замещения узла токосъёма ТГ 

 
На данной схеме: 

щ; ܴщଵ, ܴщଶ… ܴщܮ …щଶܮ ,щଵܮ  — индуктивность и электрическое сопротивление 
отдельного щёточного контакта на первом токосъёмном кольце; 
щܮ …′щଶܮ ,′щଵܮ ′; ܴщଵ′, ܴщଶ′… ܴщ ′ — индуктивность и электрическое сопротив-
ление отдельного щёточного контакта на втором токосъёмном кольце; 
ܴпଵ, ܴпଶ…ܴп;ܥпଵ, ܥпଶ… ܥп  — электрическое сопротивление и ёмкость переход-
ного слоя отдельного щёточного контакта на первом токосъёмном кольце; 
ܴпଵ′, ܴпଶ′… ܴп′; ܥпଵ′, ܥпଶ′… ܥп′ — электрическое сопротивление и ёмкость пере-
ходного слоя отдельного щёточного контакта втором токосъёмном кольце;  
 ;в — индуктивность, электрическое сопротивление и ЭДС возбудителяܧ ,в, ܴвܮ
 ;р, ܴр — индуктивность и электрическое сопротивление ротораܮ
-,ାଵ; ܴଵ,ଶ, ܴଶ,ଷ… ܴ,ାଵ — индуктивность и электрическое сопротивлеܮ …ଶ,ଷܮ ,ଵ,ଶܮ
ние между двумя щёточными контактами на первом токосъёмном кольце; 
-,ାଵ; ܴଵ,ଶ, ܴଶ,ଷ… ܴ,ାଵ — индуктивность и электрическое сопротивлеܮ …ଶ,ଷܮ ,′ଵ,ଶܮ
ние между двумя щёточными контактами на первом токосъёмном кольце. 

Рассмотрим электрические процессы в контуре независимого одиночного СК. 
Схема замещения представлена на рис. 2. 
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Рис. 2. Схема замещения одиночного скользящего контакта 

(высокочастотный контур) 
 

Данный контур имеет операторное сопротивление: 

ܼଵ() = щܮ ∙  + ܴщ +
ܴଵ

1 + ܴଵܥଵ
 

и операторное уравнение для тока: 
 

ଶଵܥщܴଵܮൣ + ൫ܮщ + ܴщܴଵܥଵ൯ + (ܴщ + ܴଵ)൧ܫଵ = (1 + ܴଵܥଵ) ∙  .Вܧ
 

Если принять напряжение обмотки возбуждения постоянным ܧв = -по ,ݐݏ݊ܿ
лучаем линейное дифференциальное уравнение II порядка: 

 

ᇱᇱܫ + ோщ
щ
൬1 + щ

ோщோభభ
൰ ᇱܫ + ଵ

щభ
ቀ1 + ோщ

ோభ
ቁ ܫ = ଵ

щோభభ
 в.                      (1)ܧ

 

Дифференциальные уравнения вида (ݐ)ܣ ௗ
మ
ௗ௧మ

(ݐ)ܤ+ ௗ
ௗ௧
+ ݍ(ݐ)ܥ = 0	в общем 

случае описывают параметрические колебания линейных систем, таким образом 
мы можем сделать вывод, что в данной системе наблюдаются колебания, которые 
можно интерпретировать как параметрические. 

Так как коэффициенты в уравнении параметрических колебаний зависят от 
некоторых параметров, характеризующих свойства параметрического воздействия, 
то при определённых их значениях решение уравнения может оказаться неустойчи-
вым. Множества точек, соответствующих неустойчивости, образуют в пространст-
ве параметров области динамической неустойчивости. В случае если варьируемы-
ми параметрами являются частоты периодического параметрического воздействия, 
наибольший интерес представляют частотные соотношения, называемые парамет-
рическими резонансами. 

Для нахождения параметрических резонансов системы, будем строить грани-
цы областей неустойчивости, пользуясь уравнением колебаний Матье II порядка 
для диссипативной системы с одной степенью свободы. 

Приведём уравнение (1) к форме уравнения Матье: 
 

ᇱᇱܫ + ᇱܫߝ2 + ߱
ଶ(1 + ߤ2 ∙ ܫ(ݐ߱ݏܿ = 0.                                  (2) 

 

Для нашего случая примем, что ܴщ =  а сопротивление переходного ,ݐݏ݊ܿ
слоя одного щёточного контакта ܴଵ и его ёмкость ܥଵ изменяются гармонически с 
частотой ߱, с амплитудами ܽோ и ܽи с постоянными составляющими ܴ и ܥ:  

 

ܴଵ(ݐ) = ܴ(1 ± (ݐ)ଵܥ ;(ݐ߱ݏோܿߝ = (1ܥ ±  (3)                    ,(ݐ߱ݏܿߝ
 

где ߝோ =
ೃ
ோబ

ߝ , =

బ

 — параметры, характеризующие глубину модуляции, ߝோ , ߝ ≪ 0. 
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Определим, с некоторым приближением, коэффициенты для уравнения Матье: 
 

߱
ଶ = ଵ

щబ
(1 + ோщ

ோబ
);	 

߱ — собственная частота электромагнитных колебаний в рассматриваемом контуре, 
-совокупная глубина модуляции параметров колебательного контура (коэффи — ߤ
циент возбуждения), 2ߤ = ߝ + ோߝ

ோщ
ோщାோబ

; 

ߝпараметр затухания электромагнитных колебаний (диссипация), 2 — ߝ = ோщ
щ
+ ଵ

ோబబ
; 

߱ — частота модуляции (частота параметрического возбуждения). 
Таким образом, мы описали колебательные процессы в электрическом конту-

ре одной щетки уравнением Матье, то есть привели данную систему к колебатель-
ной диссипативной системе с одной степенью свободы. 

Далее, построим распределение областей неустойчивости Матье (диаграммы 
Стретта — Айнса) на плоскости ߤ, ߟ = ఠ

ଶఠబ
, [6]. Области неустойчивости примыка-

ют к частотным соотношениям: ߱ = ଶఠబ

)	 = 1, 2, 3… ). При достаточно малых 

ߤ ≪ 1 границы первой области могут быть рассчитаны по формуле: ߱ ≈
2߱ඥ1± -Относительная ширина последующих побочных резонансов имеет сте .ߤ
пенной порядок. 

При задании ߤ от 0 до 0,6 с шагом 0,1, получаем следующие графики:  
 

 
Рис. 3. Диаграммы Стретта — Айнса — области неустойчивости 

для уравнения Матье 
 

Зоны неустойчивости для высокочастотного контура  
По диаграммам Стретта — Айнса (рис. 3), находим области неустойчивости 

для электрического контура одной изолированной щётки, используя числовые зна-
чения полученных коэффициентов уравнения Матье (2).  
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Приведём числовую оценку входящих в уравнение параметров, для ТГхх: 
 

Параметры модели Расчётные параметры 
ܴ ,Ом ߝோ ߝ ,мкФܥ   ܴщ,Ом ܮщ,мкГн ߤ ߱,

рад
сൗ  

0,2 0,5 0,01 0,5 8 ∙ 10ିସ 20 0,251 1,584 ∙ 10 
 

EB = const. 
В нашем случае диссипация ߝ = 0. 
Итак, по диаграммам на рис. 3, при ߤ = 0,251, учитывая, что ߟ = ఠ

ଶఠబ
, полу-

чаем следующие данные: 
Таблица 1 

Границы неустойчивости по уравнению Матье для контура одиночного 
скользящего контакта 

 Первая область 
неустойчивости 

Вторая область 
неустойчивости 

Третья область 
неустойчивости 

Четвёртая область 
неустойчивости 

 ߟ
1,12 0,51 0,33 0,25 
0,87 0,47 0,32 0,25 

݂, кГц 
390 Δf= 

86 
177 Δf= 

11 
116 Δf= 

3 
86,3 Δf= 

0,4 304 166 113 85,9 
 

Таким образом, мы нашли возможные зоны параметрической неустойчивости 
по частоте модуляции ߱ для высокочастотного электрического контура одной изоли-
рованной щётки, при заданных значениях совокупной глубины модуляции ߤ и собст-
венной частоте электромагнитных колебаний ߱, при отсутствии диссипации ߝ. 

Зоны неустойчивости для низкочастотного контура 
Низкочастотный контур содержит две щётки — по одной щётке на каждом из 

двух токосъёмных колец. Электрическая схема замещения представлена на рис.4. 
 

 
Рис. 4. Схема замещения низкочастотного контура 

При переходе к операторным сопротивлениям схема будет иметь вид: 
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Рис. 5. Операторная схема замещения 

 

где ܼ′п = ܼп =
ோభ

భோభାଵ
; ܼр = рܮ + ܴр; ܼв = ܴв +  в. Тогда полное операторноеܮ

сопротивление цепи: ܼ = 2ܼп + ܼв + ܼр =
ோభ

భோభାଵ
+ ܮ + ܴ,  

где ܴ = ܴв + ܴр; ܮ = рܮ +  .вܮ
Составим уравнение для электрической цепи (рис. 5). 
 

()ܼ ∙ ()ܫ =  (4)                                                        .()вܧ
 

При подстановке в уравнение (4) операторных сопротивлений, получаем опе-
раторное уравнение для тока: 

 

ଶ(ଵܥଵܴܮ)] + ܮ) + ܴܴଵܥଵ) + (2ܴଵ + ܴ)] ∙ ܫ = (1 + ܴଵܥଵ) ∙  .вܧ
 

При ܧВ =  :имеем дифференциальное уравнение II порядка ,ݐݏ݊ܿ
 

ᇱᇱܫ + ቀோ

+ ଵ

ோభభ
ቁ ᇱܫ + ଵ

భ
ቀ2 + ோ

ோభ
ቁ ܫ = ଵ

ோభభ
 .вܧ

 

Теперь, приведём это уравнение к форме уравнения Матье (2). Для этого вве-
дём допущения, что ܴ = ܴв + ܴр = ܮ ;ݐݏ݊ܿ = рܮ + вܮ =  а сопротивления ,ݐݏ݊ܿ
переходного слоя первого и второго щёточных контактов, при ܴଵ = ܴଵ′ и их ёмко-
сти, при ܥଵ =  ଵ′ изменяются гармонически с частотой ߱, с амплитудами ܽோ и ܽиܥ
с постоянными составляющими ܴ и ܥ:  

 

ܴଵ(ݐ) = ܴଵ′(ݐ) = ܴ(1 ± (ݐ)ଵܥ ;(ݐ߱ݏோܿߝ = (ݐ)′ଵܥ = (1ܥ ±  .(ݐ߱ݏܿߝ
 

Тогда, коэффициенты в уравнении Матье II порядка для низкочастотного 
контура двух щ`ток будут иметь вид: 

 

߱
ଶ = ଶ

బ
(1 + ோ

ଶோబ
); 

ߤ2 = ߝ + ோߝ
ଵ

ଵାଶோబ ோ⁄
; 

ߝ2 = ோ

+ ଵ

ோభభ
. 
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Приведём числовую оценку входящих в уравнение параметров, для ТГхх: 
 

Параметры модели Расчётные пара-
метры 

ܴ, Ом ߝோ ,ܥ  мкФ ߝ  ܴщ, Ом ܮщ, мкГн ܴр, Ом ܴв, Ом ܮр, Гн ܮв, мГн ߤ ߱,
рад

сൗ  

0,2 0,5 0,01 0,5 8
∙ 10ିସ 

20 0,02 0,1 0,95 1 0,308 1,653 ∙ 10 

 
EB = const. 
В нашем случае диссипация ߝ = 0. 
Итак, по диаграммам на рис. 3, при ߤ = 0,308, учитывая, что ߟ = ఠ

ଶఠబ
, полу-

чаем следующие данные: 
Таблица 2 

Границы неустойчивости по уравнению Матье для контура двух щ`ток 
 Первая область 

неустойчивости 
Вторая область 
неустойчивости 

Третья область 
неустойчивости 

Четвёртая область 
неустойчивости 

 0,25 0,33 0,51 1,15 ߟ
0,84 0,46 0,32 0,24 

݂, кГц 6,05 Δf= 
4,8 

2,67 Δf= 
0,26 

1,74 Δf= 
0,07 

1,29 Δf= 
0,01 1,23 2,42 1,67 1,28 

 
Выводы: 
Таким образом, мы нашли возможные зоны параметрической неустойчивости 

по частоте модуляции ߱ для низкочастотного электрического контура двух изоли-
рованных щёток, при заданных значениях совокупной глубины модуляции ߤ и соб-
ственной частоте электромагнитных колебаний ߱, при отсутствии диссипации  ߝ. 

Кинематическое возмущающее воздействие на щётку носит полигармониче-
ский характер и в нём присутствуют гармоники от 50 Гц до сотен тысяч. При этом 
резонансные частоты механической колебательной системы «щётка — контактная 
поверхность» с учётом контактной жесткости (С = 15–40 МН/м) и массы щётки 
(m = 0,01–0,15 кг) будут, ориентировочно, находится в интервале от 1,5 кГц до 
10 кГц. Следовательно, можно констатировать, что частоты параметрического воз-
буждения могут совпадать с зонами неустойчивости по уравнению Матье как для 
высокочастотного, так и для низкочастотного контуров, но наибольшая вероят-
ность развития параметрического резонанса имеется у низкочастотного контура. 
Возможность данного совпадения необходимо учитывать при конструировании 
УСТ ТГ. 
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O. I. Kozyreva, Yu. N. Zhuravlyov, I. V. Plohov, A. V. Iliin, A. V. Andrusich 

 
THE MATHEMATICAL DEFINITION OF REGIONS OF PARAMETRIC 
INSTABILITY OF ELECTRIC CIRCUITS OF THE BRUSH-CONTACT 

DEVICES TURBOGENERATOR 
 
The problem of determination of the analytical solution of the problem of paramet-

ric instabilities of electromagnetic vibratory system node sliding contact with the Mathieu 
equation II order for a dissipative system with one degree of freedom are seen. The re-
sults of computational experiments and recommendations are considered. 

Key words: elektrofriktsionnoe interaction, sliding electrical contact simulation. 
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