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УРАВНЕНИЯ, ОПИСЫВАЮЩИЕ ДВИЖЕНИЕ АВТОМОБИЛЯ ПО 
РОВНОЙ ПОВЕРХНОСТИ С УКЛОНОМ 

 
Приводятся результаты вывода уравнений, которые описывают движение 

автомобиля по поверхности с уклоном, и могут быть полезными в исследованиях 
по топливной экономичности. 
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В связи с исследованиями и потребностями практики в области определения 

топливной экономичности автомобилей актуально получить уравнения, описы-
вающие движения автомобиля по ровной поверхности с уклоном. 

Целью данной работы является вывод уравнений, описывающих движение 
автомобиля по ровной поверхности с уклоном. Объектом исследования является 
физическая система «автомобиль — дорога», состоящая из дороги и автомобиля. 
Предметом исследования являются закономерности движения автомобиля по доро-
ге с уклоном под воздействием заданной системы сил. 

Методологическую основу составили труды отечественного учёного в облас-
ти теоретической механики Маркеева А. П. [1]. При движении без колебаний авто-
мобиля по ровной наклонной поверхности с уклоном схема автомобиля, изображе-
на на рис. 1. 

В качестве метода исследования принят теоретический метод уравнений Ла-
гранжа механики. 

Отключим трансмиссию от колёс, сведя её воздействие к двум моментам 
ெГПКሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ଶ
, на левой и на правой полуоси (рис. 2). 

На ней точка Сௗ, точка приложения аэродинамической силы ܨсопрሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  центр дав-
ления. 

сопрሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܨ = − ிఘ
ଶ
ௗሬሬሬሬሬሬ⃗ܿݒ หܿݒௗሬሬሬሬሬሬ⃗ ห, 

где ݇ — коэффициент обтекания; F — лобовая площадь; ܿݒௗሬሬሬሬሬሬ⃗  — скорость центра 
давления; ߩ — плотность среды. 

Точка ܿ — точка центра масс автомобиля,  точка приложения массовой силы Gሬሬ⃗ , 
Gሬሬ⃗ = gሬ⃗ܯ , 

где M — масса автомобиля; gሬ⃗  — ускорение автомобиля. 
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Рис. 1. Схема автомобиля при движении без колебаний по дороге с уклоном 

1 — жёсткий стержень; Гп — главная передача; Кв — карданный вал; 3 — шестерня 
выходного вала коробки передач; 4 — шестерня входного вала коробки передач;  

Сц — сцепление; Дв — двигатель; к — ведомые колеса; вк — ведущие колеса 
 

 
Рис. 2. Эквивалентная схема автомобиля c отключённой трансмиссией и 

с заданными силами 
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Уравнения Лагранжа, полученные из условий, безотрывного и без проскаль-
зывания движения колёс, описывающие движение автомобиля приведены ниже 
при A  0 

 

ഓ̈(1ݔܯ + (ଶܣ + кܬ
௫ഓ̈

మ௦మ௧
= − ிఘ

ଶ
ഓ̇ଶ√1ݔ + ଶ(1ܣ + (ଶܣ − ݃ܯܣ −

− ெГПКሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ೋ(௧)
௦௧

, 
при A < 0 

 

ഓ̈(1ݔܯ + (ଶܣ + кܬ
௫ഓ̈

మ௦మ௧
= − ிఘ

ଶ
ഓ̇ଶ√1ݔ + ଶ(1ܣ + (ଶܣ − ݃ܯܣ −

− ெГПКሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ೋ(௧)

௦௧ିభಲ
, 

где ݔഓ — обобщённая координата, координата точки касания ведущего колеса; ݎ — 
радиус колеса; M — масса автомобиля; A — угол наклона ровной дороги; ܯГПКሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  — 
суммарный крутящий момент. 

Полученные уравнения позволяют на практике: 
1) находить закон движения автомобиля по ровной дороге с уклоном, зная 

суммарный крутящий моментܯГПКሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  колёс; 
2) находить суммарный крутящий момент ܯГПКሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  колёс, зная известный закон 

движения автомобиля ݔఛ по ровной дороге с уклоном. 
В первом случае нужно решить систему дифференциальных уравнений, ка-

ким-либо численным методом, например методом Рунге — Кутта, сведя уравнения 
к системе, с помощью замены ݃భ = ഓ, ݃మݔ =  .ഓ̇ݔ

Получим систему 
при A  0 

݃భ̇ =  ;ഓݔ
 

݃మ̇ =
ଵ

к
ೝమೞమೌೝಲାெ(ଵା

మ)
൜− ிఘ

ଶ
݃మଶ√1 + ଶ(1ܣ + (ଶܣ − ݃ܯܣ − ெГПКሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ೋ(௧)

௦௧
ൠ, 

 
при A < 0 

݃భ̇ =  ;ഓݔ
 

݃మ̇ =
ଵ

к
ೝమೞమೌೝಲାெ(ଵା

మ)
ቊ− ிఘ

ଶ
݃మଶ√1 + ଶ(1ܣ + (ଶܣ − ݃ܯܣ − ெГПКሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ೋ(௧)

௦௧	ିభಲ
ቋ. 

 
Её решение можно получить, задав соответствующие начальные условия: 

значения времени t, координаты xத и её производной xத̇. 
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Во втором случае  
при A  0 

 

ГПКሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ
ೋ
(ݐ) = ܣ݃ݐܿݎܽݏܿݎ− ൜

ߩܨ݇
2

ഓ̇ଶඥ1ݔ + ଶ(1ܣ + (ଶܣ + ݃ܯܣ + кܬ
ഓ̈ݔ

ܣ݃ݐܿݎଶܽݏଶܿݎ
ഓ̈(1ݔܯ+ +  ,ଶ)ൠܣ

 

при A < 0 

ГПКሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ
ೋ
ГПКሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯ(ݐ)

ೋ
(ݐ) = ݃ݐܿݎܽ	݊݅ݏݎ− −

1
ܣ
	 

൜
ߩܨ݇
2

+ഓ̇ଶඥ1ݔ ଶ(1ܣ + (ଶܣ + ݃ܯܣ + кܬ
ഓ̈ݔ

ܣ݃ݐܿݎଶܽݏଶܿݎ
ഓ̈(1ݔܯ+ + 	.ଶ)ൠܣ

 
Таким образом, получены уравнения движения автомобиля, позволяющие: 
1) находить закон движения автомобиля по ровной дороге с уклоном, зная 

суммарный крутящий момент колёс; 
2) находить суммарный крутящий момент колёс, зная известный закон дви-

жения автомобиля по ровной дороге с уклоном. 
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EQUATIONS DESCRIBING MOTION OF AUTOMOBILE ALONG EVEN 
SURFACE HAVING A SLANT 

 
The equations made are reported to describe emotion of automobile along even 

surface having a slant. And can be of use in researching problems of fuel economy. 
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