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В СИСТЕМЕ ТВЕРДОЕ ТЕЛО — ГАЗ  
ПРИ МАЛЫХ ЧИСЛАХ КНУДСЕНА 

 
Рассмотрен подход, позволяющий использовать разрывной метод Галёркина 

для расчета распределения температуры в системе твёрдое тело — газ с учетом 
скачка температур на границе раздела газа и твердого тела. 
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В связи с расширяющимся использованием микроэлектромеханических си-
стем [1] возрастает роль технологий расчета распределений температур в устрой-
ствах микронных размеров, находящихся в газовой среде или содержащих газовые 
включения малых объемов. Особую роль при этом играют различные численные 
методы расчета, т. к. структура таких устройств может быть достаточно сложной 
для применения аналитических методов. При этом достаточно часто вследствие 
малости характерного размера задачи распределение температуры T можно счи-
тать квазистационарным и описывать уравнением Пуассона [2, 3]: 

  fTp   ,                                                         (1) 

где p  — теплопроводность вещества в рассматриваемой точке, f  — плотность 
мощности тепловых источников. 

Если размеры исследуемой области и её подобластей много больше длины 
свободного пробега молекул газа, то распределение температуры во всей области 
можно считать непрерывным, и нахождение распределения температур в рассмат-
риваемой области, по крайней мере, при заданных значениях температуры на её 
границах, в настоящее время является достаточно простой задачей. Однако когда в 
рассматриваемой области размеры подобластей твёрдых тел, граничащих с газом, 
становятся сравнимыми с длиной свободного пробега молекул газа, задача ослож-
няется тем, что распределение температур уже нельзя считать непрерывным и 
необходимо учитывать, что на поверхности соприкосновения неравномерно нагре-
того газа и твёрдого тела имеется некоторая разность температур. При этом, если 
число Кнудсена (отношение средней длины свободного пробега молекул газа к ха-
рактерной длине системы) не превышает 0,1, при нахождении распределения тем-
ператур можно использовать подход, в котором в каждой подобласти используется 
континуальное описание, а температуры газа и твердого тела на границе их раздела 
связаны уравнением [4] 

ggTsg TKTT n)( ,                                              (2) 

где gT  — температура газа на поверхности раздела сред, sT  — температура твердого 

тела на этой поверхности, gT )(  — градиент температуры газа на границе раздела 
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сред, gn  — вектор нормали к данной поверхности, проведенный от твердого тела в 
газ, TK  — коэффициент скачка температуры, значение которого вычисляется мето-
дами кинетической теории газов и по порядку величины равно средней длине сво-
бодного пробега молекул газа. В том случае, когда газ полностью ограничен поверх-
ностью твёрдого тела и ищется распределение температуры в газе при заданном рас-
пределении sT  на поверхности твёрдого тела, нахождение соответствующего реше-
ния не представляет существенных сложностей [5]. Необходимость же учёта скачков 
температуры на границах раздела газа и твердого тела, находящихся внутри исследу-
емой области, существенным образом усложняет проведение соответствующих чис-
ленных расчетов, так как фактически предполагает согласование решений для от-
дельных областей на границах их соприкосновения. В данной работе рассматривает-
ся возможность преодоления таких проблем на основе использования для таких рас-
четов разрывного метода Галёркина.  

Рассмотрим некоторую область пространства, граница которой нигде не явля-
ется границей раздела газа и твёрдого тела, и поэтому на ней скачки температуры 
отсутствуют. Будем считать, что на этой границе D  известно распределение темпе-
ратуры DT . Внутри области имеются границы S  раздела сред, на которых необхо-
димо учитывать наличие скачков температур. Будем полагать, что перепады темпе-
ратур внутри рассматриваемой области достаточно малы для того, чтобы теплопро-
водность g  газа можно было считать постоянной величиной. Кроме того, будем 
считать, что число Кнудсена достаточно мало для того, чтобы распределение темпе-
ратур T  в рассматриваемой области можно было искать исходя из уравнения (1) с 
использованием условия (2) на границах разделов газа и твердого тела. Разобьем ис-
следуемую область   на подобласти i  (геометрические конечные элементы) в со-
ответствии с выбранной расчетной сеткой, где i  — номер области. При этом расчет-
ная сетка должна быть выбрана так, чтобы границы разделов сред совпадали с неко-
торыми границами некоторых подобластей. Следуя традиционному подходу [6], 
умножим правую и левую части уравнения (1) на некоторую пробную гладкую в 
каждой из подобластей i  функцию v , применим формулу Грина для каждой из 
подобластей и, полагая, что искомое распределение T также описывается внутри 
каждой подобласти гладкой функцией, получаем [7]: 

      






i i

ii
i

pp dSvTdVvTfvdV n .                    (3) 

Здесь i  — граница подобласти i , V  — объём, если рассматривается трёхмер-
ная геометрическая область, или площадь, если речь идет о двумерной задаче, S  — 
площадь, если граница представляет собой двумерную поверхность, или длина, ес-
ли речь идет о двумерной задаче, in  — внешний по отношению к подобласти i  
вектор нормали к границе этой подобласти. Теперь осталось согласовать входящие 
в последнее слагаемое уравнения (3) потоки тепла так, чтобы получить искомое 
решение с заданными условиями на границе области, с требуемыми скачками на 
границах раздела газа и твёрдого тела и непрерывное на остальных границах разде-
ла подобластей. Следуя распространенному подходу [6, 7], введем для этих целей 
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оператор скачка и оператор среднего на границе. Пусть u  некоторая гладкая в пре-
делах каждой подобласти функция, extu  — предельное значения u  на границе те-
кущего элемента области при стремлении к ней извне, т. е. предельное значение 
функции в соседней подобласти, а intu  — предельное значения u  на границе теку-
щего элемента области при стремлении к ней изнутри, т. е. предельное значение 
функции в текущей подобласти. Тогда оператор скачка i[]  на границе i  подоб-
ласти i  определяется выражением 

int][ uuu exti  . 
Оператор среднего i{}  на границе i  определяется выражением 

)(
2
1}{ intuuu exti  .  

Как следует из закона сохранения энергии, поток тепла через любую границу 
двух соседних подобластей непрерывен, поэтому на любой границе подобласти i  
с другой подобластью 

0][  ipi Tn .                                                    (4) 

Умножая правую и левую части уравнения (2) на теплопроводность g  газа и 
используя (4), получаем следующее условие на границе раздела газа и твёрдого тела: 

  
T

g
ii

i
p K

TT


 ][


n .                                          (5) 

Из (3)–(5), следуя подходу, изложенному в [7], получаем следующую слабую 
форму уравнения Пуассона с согласованными потоками на границах раздела твёр-
дого тела и газа: 

       
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1
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1 ,                                           (6) 

где gp  / .  
Что же касается согласования потоков, позволяющего обеспечить непрерыв-

ность распределения температуры на остальных границах разделов подобластей и 
выполнение заданных условий на границе D , то для решения данной задачи суще-
ствует целый ряд хорошо проработанных методов [6, 8] и, в принципе, мы можем 
воспользоваться любым из них. Для того, чтобы не усложнять изложение несуще-
ственными для цели данной работы деталями, воспользуемся методом Бауманна —
Одена [9] как наиболее простым из них. Следуя этому подходу [7, 8], из (6) получа-
ем следующую итоговую слабую форму: 
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n .                              (7) 

Детальные описания различных вариантов нахождения численного решения 
поставленной задачи по её известной слабой форме можно найти в соответствую-
щей литературе [10–13]. 
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NUMERICAL CALCULATION OF TEMPERATURE FIELD  
IN SOLID - GAS SYSTEM AT SMALL KNUDSEN NUMBER 

 
The approach that allows to use Discontinuous Galerkin method for the calcula-

tion of the temperature field in the solid – gas system was considered taking into account 
temperature jump at the interface between gas and solid. 
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